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RESUMO

O filtro de Kalman é uma colecao de equagbes matematicas que propicia a predi¢cao do estado futuro
de um sistema dindmico por meio da estimagéo do estado imediatamente anterior. Perante o objetivo
de integrar a didatica e o rigor matematico na apresentagéo e explicagao do filtro de Kalman, este artigo
possui uma segédo de demonstragdo matematica, a qual contém a dedugéo detalhada de cada equagéo
que compde este filtro e o esclarecimento sobre as etapas parciais de desenvolvimento, e uma seg¢do
de aplicagao que clarifica o funcionamento deste filtro a partir de uma situagcdo-problema de engenharia.
Os resultados obtidos comprovam que o filtro de Kalman é um eficiente algoritmo de otimizagdo de
estimagéo de estados.

Palavras-chave: Kalman. Filtro. Algoritmo. Otimiza¢do. Estimacgéo.

ABSTRACT

The Kalman filter is a collection of mathematical equations that propitiates the prediction of the future
state of a dynamical system by estimating the immediately previous state. In view of the objective of
integrating didactics and mathematical rigor in the presentation and explanation of the Kalman filter, this
article has a mathematical demonstration section, which contains a detailed deduction of each equation
that makes up this filter and clarification on the partial steps of development, and an application section
that clarifies how this filter works from an engineering problem situation. The obtained results prove that
the Kalman filter is an efficient state estimation optimization algorithm.

Keywords: Kalman. Filter. Algorithm. Optimization. Estimation.

1 INTRODUGAO

A engenharia acontece quando algum ser em obscuro contexto se embasa em
conhecimentos propiciados por outros seres para criar algo que ilumine a todos. Esta
frase denota que o processo de criagdo de uma solugdo em engenharia necessita de
um obstaculo e de um arcaboug¢o de conhecimentos como pré-requisitos. Quando
ambos sdo satisfeitos, inicia-se a etapa de estudo do problema. Nesta, a partir de
informacdes conhecidas, desenvolve-se um modelo matematico da situagao no qual
as variaveis de interesse sao elencadas.

As informacdes sobre o comportamento destas variaveis sdo coletadas pelos
pesquisadores através de medi¢cdes. Somente apds a obtencdo de medicbes é
possivel averiguar o comportamento do elemento de estudo, seja este um simples
objeto ou um complexo sistema. A atitude de medir incansavelmente o
comportamento de um evento € responsavel pela concepgao de notaveis formulacoes
cientificas. Por exemplo, a Lei de Coulomb a partir dos estudos de Charles Augustin
de Coulomb, em 1783, sobre o experimento da balanga de tor¢éo, a Lei de Biot-Savart
a partir dos estudos de Jean-Baptiste Biot e Félix Savart, em 1820, alicercados nos
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experimentos de Hans Christian QOrsted sobre o efeito da eletricidade em agulhas
magnéticas, e a medi¢cao da carga elétrica do elétron a partir dos estudos de Robert
Andrews Millikan e Harvey Fletcher, em 1909, sobre o experimento da gota de dleo.
Como observado, esta acao € imprescindivel para conhecer os fenébmenos naturais,
entretanto por residir no mundo sensivel, é suscetivel a imperfeigcoes.

Desde que se tornou exequivel a analise de sistemas dindmicos a partir da
criacao do calculo diferencial e integral, no século XVII, por Isaac Newton e Gottfried
Wilhelm Leibniz, uma adversidade impactava a ciéncia. Como determinar o valor
verdadeiro dos estados de um sistema dindmico, sabendo-se que os equipamentos
de medicao disponiveis fornecem informagdes corrompidas por incertezas
matematicas? Alguns cientistas, que se ocuparam na tentativa de responder esta
pergunta, conseguiram encontrar algumas solugdes particulares. Contudo, somente
em 1960 foi publicado o artigo que continha a solugéo geral desta problematica. Nesta
obra, o inventor, engenheiro eletricista e matematico Rudolf Emil Kalman conceitua e
demonstra matematicamente o denominado posteriormente a publicacdo e em
homenagem, filtro de Kalman. Esta teoria foi, originalmente, desenvolvida para
sistemas dindmicos lineares discretos, todavia, devido ao elevado numero de
aplicabilidades, estudos permitiram estendé-lo para o dominio de tempo continuo, e
até mesmo para sistemas dindmicos nao lineares.

Apesar do quantitativo de trabalhos publicados sobre aplicagdes do filtro de
Kalman ser vasto e permear diversas areas da ciéncia, muitos autores utilizam esta
ferramenta sem embasamento matematico ou provocam lacunas tedricas que
dificultam a aprendizagem dos leitores. Este fato é verificado em He e Shiyi (2021),
Jinah, Jeseon e Kideok (2020) e Singh et al. (2020). Dessa forma, o presente artigo
objetiva apresentar e explicar detalhadamente o conceito, a demonstragao
matematica e uma aplicagdo do filtro de Kalman para sistemas dinamicos lineares
discretos. A perspectiva fundamental de escrita € o equilibrio entre didatica e rigor
matematico.

2 FILTRO DE KALMAN

Nesta se¢ao apresenta-se a demonstracdo matematica do filtro de Kalman e o
arcabouco de conhecimentos que a fundamenta.

2.1 Arcaboug¢o matematico

Esta subsecdo abarca definicdes, corolarios, propriedades e teoremas
abordados nos livros de Carreira e Pinto (1999), Steinbruch e Winterle (1987) e
Montgomery e Ruger (2018), além de demonstragcbes matematicas desenvolvidas
pelos autores deste artigo. O conhecimento destes enunciados é primordial para
compreender matematicamente o filtro de Kalman.

Definicdo 1: Esperangca matematica: Seja x um vetor aleatério de
componentes vetoriais x, ..., x,, cujas probabilidades sao p,, ..., py,,, respectivamente,

n € N. Define-se a esperanga matematica (ou média aritmética ponderada) de x, E[x],
como:

n

Bl 2 ) xip,,

i=1
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Corolario 1: Se x e y sédo vetores aleatérios independentes, ou seja, a
distribuicdo de probabilidade de um destes ndo influéncia na distribuicdo de
probabilidade do outro, entado E[xy]| = E[x]E[y].

Demonstragao:
Definigao 1,

E[xy] =Zn:

i=1j

xiyjpxl-yj

Ms

1l
[N

Como os vetores sao independentes,

m

n
Elxy] = Z XiYjPx;Py;

i=1j=

[y

Leis de comutatividade e associatividade da multiplicacao,

n m
Elxy] = (2 xmxi> Z YiPy;
i=1 j=1

Definigao 1,
E[xy] = E[x]E[y]

Definicdo 2: Transformacgao linear: Sejam V e W espacgos vetoriais sobre o
mesmo corpo K. Define-se a transformacao linear 7 de V. em W como afuncédo 7: V —
W que preserva o principio de superposigao (aditividade e homogeneidade), ou seja,
vVx eV,vVy e R:

'xi] = zn: ¥iT [x;]
i=1

Propriedade 1: O operador esperanca matematica € uma transformacao linear,
ou seja, E[Yi_, vixi] = XL  viE[x].
Demonstracao:

Definicao 1,

n n

n
E Z yixl-] = Z Z YiXi; P(zgl:lxi)].
i=1

j=1i=1

Expanséo dos somatarios,
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n n n
Zyixi] Z Z Y1x1 +- +Ynxnb) px1 +tetXny

Lei de distributividade da multiplicagdo em relacdo a adigcdo e lei de
associatividade da adicao,

n n n
E Z Vixi] = Z lelapx1a+---+xnb + -t Z Ynxnbpx1a+---+xnb
i=1 a=1 b=1

Como cada vetor € unicamente influenciado pela propria distribuicdo de
probabilidades,

n n
'xi] = Z V1X1,Pxq, + -t Z annbpxnb
a=1 b=1

Como y;, ..., ¥, Sdo constantes,

n n n
E Z Vixi] =71 Z X1,Px,, Tt W Z XnyPxn,

i=1 a=1 b=1

E

Definigao 1,

'xl'] = Y1E[x1] + -+ YnE[xn]
i=1

Definicao 2,

n n
E Z Vixi] = Z ViE[x]
i=1 =1

|
Definicao 3: Dimensao matricial: Seja X uma matriz aleatéria de numero [ de
linhas e ¢ de colunas, I, ¢ € N. Define-se a dimensao de X, dim[X], como:
dim[X] 2l Xc
Notacdo estrutural 1: A notagdo matematica Xqim[y) indica que dim[X] € a
dimens&o da matriz X.

Definicao 4: Elemento matricial tipico: Seja X uma matriz aleatéria tal que
dim[X] = [ X c¢. Define-se o elemento matricial tipico de X, x;;, como o elemento
localizado na posigéo de linha i € {1, ...,1} e coluna j € {1, ..., c} da matriz X.

Notacao estrutural 2: A notagdo matematica X = [xl-,]-] indica que x;; € o
elemento tipico da matriz X.

Definigcao 5: Adicdao matricial: Sejam X e Y matrizes aleatérias tais que X,y =
4
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[xl-,,-], Yixe = [yl-,,-], ie{l,..,l}eje(l,..,c} A adigdo matricial existe se, e somente
se, as dimensdes de ambas as matrizes forem iguais. Define-se a adigdo matricial de
XeY, X+Y, como:

X+Y éxi,j +yl-,]-

Definigdo 6: Multiplicagdo matricial: Sejam X e Y matrizes aleatorias tais que
Xiscn = [x0)], Yaxe = [yi5], i € {1, ..., 3 ej € {1, ..., c}. Amultiplicag&o matricial existe se,
e somente se, 0 numero de colunas do multiplicando for igual ao numero de linhas do
multiplicador. Define-se a multiplicagdo matricial de X e Y, XY, como:

n
XY & Z xi,k YR,j
k=1

Definicdo 7: Matriz transposta: Seja X uma matriz aleatéria cuja dimenséo €&
igual a I X ¢, ou dim[X] = [ X c. Define-se a matriz transposta de X, X7, como a matriz
cuja dimens3o é igual a c X [, ou dim[XT] = ¢ x L.

Propriedade 2: Se X = [x;;] € Vixc = [yi;], entdo (X + V)T = XT + YT,
Demonstragao:
Definigao 5,

X+ =(x;; + yl-,]-)T
Satisfeita a condicdo para adicdo matricial,
X+ =@+
Definigcao 7,
X+" =+,
Defini¢éo 5,
X +V)" =x; +y;,
Definigao 7,
X+ =x]; +y];
Definicao 4,

X+ =XxT+YT

Propriedade 3: Se X, = [x;;] € Yuxe = [yi], entdo (xY)T = YTXT.

Demonstracao:
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Definicao 6,
n T
X’ = (Z xi,k)’k,j)
k=1

Satisfeita a condigdo para multiplicagdo matricial,
X" = (xy)i;

Definigao 7,
X" = (xy);;

Definicao 6,

n

xY)T = Z Xj kVk,i

k=1
Definigcao 7,
X" = "x")y;
Definicao 4,

(XY)T = YTXT

Propriedade 4: Se x é um vetor aleatorio, entdo ET[x] = E[xT].
Demonstragao:
Definigao 1,

ET[x] = <Zn: xipxl-)

i=1

T

Propriedade 1,

BTl = ) (xipy,)”
i=1

Propriedade 3,

n
ET[x] = ) plal
i=1

Como p,, € um escalar (dim[p,,| = 1 x 1),
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n
E'[x] = ) peal
i=1

Lei de comutatividade da multiplicacéo,

n

BTl = ) xlp,

i=1
Definigao 1,

ET[x] = E[x"]

X1

Propriedade 5: Se x = I : ] entdo E[x] =

Xn

Demonstracao:
X1

Comolef

Xn

X1
E[x] =E

Xn

Definicao 5,

[0] -

Propriedade 1,

E[x] =E

0
xn

X1 0
E[x]=E[El ++E|]
0 Xn
Definicao 1,
E[x,] 0
E[x] = o]
0 Efxn]

Definiggo 5,

E[x]

Elx,]
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Definicao 8: Variancia: Seja x um vetor aleatério de componentes vetoriais
Xy, ..., Xn, 1 € N. A varidncia de x, var|x], é definida como:

var[x] £ E[(x — E[x])(x — E[x])"]

Corolario 2: Se x;, i € {1, ...,n}, € uma das variaveis aleatorias do vetor x, entdo
var[x;] = E[(x; — E[x;])?].

Demonstracgao:
Definicao 9,

var[x;] = E[(x; — E[x;])(x; — E[x;]D7]
Para uma variavel aleatéria, (x; — E[x;])T = (x; — E[x;]),
var[x;] = E[(x; — E[x;])?]

Definicdo 9: Desvio padrao: Seja x um vetor aleatério de componentes
vetoriais x4, ..., x,, n € N. Define-se o desvio padréo de x, a,, como:

oy 2 VE[(x — E[x])(x — E[x])T]

Corolario 3: Se x;, i € {1, ...,n}, € uma das variaveis aleatorias do vetor x, entdo
oy, = VE[(x; — E[x;])?].
Demonstragao:

Definicao 9,

oy, = VE[Cx; — E[x;D) O — E[x,)7]

Para uma variavel aleatéria, (x; — E[x;])T = (x; — E[x;]),

oy, = VE[Cx; — E[x;])?]

Definicdo 10: Covariancia: Sejam x e y vetores aleatérios. Define-se a
covariancia de x e y, cov[x, y], como:

cov[x,y] £ E[(x — E[x])(y — E[y]DT]

Corolario 4: Se x e y s&o vetores aleatdrios, entdo cov[x,y] = E[xyT] —
E[x]E[y"].
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Demonstragao:
Definicao 10,

cov[x,y] = E[(x — E[x])(y — E[yD)']
Propriedade 2,

cov[x,y] = E[(x — E[xD(" — ET[y])]
Lei de distributividade da multiplicagcdo em relagao a adigao,

cov[x,y] = E[xy" —xE"[y] — E[x]y" + E[x]ET[y]]
Propriedade 4,

covlx,yl = E[xy" — xE[y"] = E[x]y" + E[x]E[y"]]
Propriedade 1,

cov[x,y] = E[xy"] — E[x]E[y"] — E[x]E[y"] + E[x]E[y"]
Lei do corte da adigao,

cov[x,y] = E[xy"] — E[x]E[y"]

Corolario 5: Se a esperanga matematica do vetor aleat6rio x ou y é nula, entéo
cov[x,y] = E[xy"].

Demonstracgao:
Corolario 4,

cov[x,y] = E[xy"] — E[x]E[y"]
Lei de anulamento do produto (E[x] = 0V E[y] = 0 & E[x]E[y] = 0),
covlx,y] = E[xy"]

Corolario 6: Se os vetores aleatorios x e y sdo independentes, entdo cov[x, y] =
Demonstracao:
Corolario 4,
cov[x,y] = E[xy"] — E[x]E[y"]
Corolario 1,

cov[x,y] = E[x]E[yT] — E[x]E[yT]
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Lei do corte da adicao,
cov[x,y] =0

Corolario 7: Se x;, i € {1, ...,n}, € uma das variaveis aleatorias do vetor x, entdo
covlx;, x;] = E[(x; — E[x;])?].

Demonstracgao:

Definigao 10,
cov[x;, x;] = E[(x; — E[x;])(x; — E[x;]D"]

Para uma variavel aleatéria, (x; — E[x;])T = (x; — E[x;]),
cov(x;, x;] = E[(x; — E[x;]1)?]

Corolario 8: Se x;, i € {1, ..., n}, € uma das variaveis aleatorias do vetor x, entdo
cov[x;, x;] = var[x;] = o,

Demonstracao:
Corolario 7,

cov[x;, x;] = E[(x; — E[x;])?]
Corolario 2,
cov[x;, x;] = var[x;]

Corolario 3,

cov[x;, x;] = var[x;] = o,

Definigao 11: Distribuicao gaussiana: A distribuicdo gaussiana, ou distribuicao
normal, € uma distribuicdo de probabilidade continua e parametrizada através da
esperanga matematica e da covariancia.

Notagao estrutural 3: A notagdo matematica x~N(E[x], cov[x, x]) indica que um
vetor aleatério x de esperanga matematica E[x] e covariancia cov[x, x|, segue uma
distribuicao gaussiana.

Definicao 12: Trago matricial: Seja X uma matriz aleatéria quadrada tal que
dim[X] = n X n. Define-se o trago matricial X, Tr[X], como:

n
TT'[X] e Z xi,i
i=1

Propriedade 6: Se X é uma matriz aleatéria e F(X) € uma fungdo matricial

10
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diferenciavel em cada elemento de X cuja funcao primitiva é f(X), entdo aTrlral _

ax
fr .

Demonstragao:

Definigao 12,

aTrIF(0] (X
—ax _ﬁ<;F(X)i,i>

Formato matricial,

0 Y F(X)i, 0= FX)y
arr[F(x)] | 9%u _ 0Xin
ox O FX)y 0T F(Xy
0Xn1 0Xnn
Executa-se as diferenciagoes,

orr[F(x)] |/ ®s 0

ox 0 f®un
Pela notacdo de denominador de diferenciacdo matricial,

aTr[F(0)]
—x J®
|

arr[xyxT

Propriedade 7: Se X e Y sdo matrizes aleatérias, entao 0% I_ XY +YT).

Demonstragao:
Definigao 12,

X EY% XijYjkXik

aTr[XYXT] @ Zb:

O operador trago matricial e o operador diferencial sdo transformagdes lineares,
destarte, analogamente a Propriedade 1,

aTr[XYX™] 9 [~ b & b [EEE
X = 3%, Z Z Z XijYikXik | T xix Z Z Z Xij¥jkXik

i=1 j=1k=1 i=1 j=1k=1

Propriedade 6 (diferenciagao),

11
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c b
OTr[XYXT]
—ox z YikXik + Z Xi,jYVjk

k=1 j=1
Propriedade 6 (transposta da fungao primitiva) e Definigao 6,

OTr[XYXT]

— TN\NT T yTN\T
X =({YxXH"+xY'x")
Propriedade 3,

OTr[XYXT]

=XYT + XY
X *

Fatora-se, a esquerda, X,

OTr[XYXT]

=X +YT
e ( )
[
X1
Teorema 1: Matriz de covariancia: Seja x = [ f |, x~N(E[x] = 0, cov|[x, x]), um
xn
vetor aleatério de componentes vetoriais independentes, n € N. A matriz de
0%1 e 0
covariancia de x, cov[x, x|, é igual a
0o - g)?n
Demonstragao:
Corolario 5,

cov[x,x] = E[xxT]

xl_
Comox=|:|,
xn.
X171 1%117
cov[x,x] = :
xTL _nn

Visto que x; = 0,,&y,, Exi~N(E[€xi] =0, cov[{xi,fxi] =1),i€[1,..,n],
O-xlfxl O-xlfxl
cov[x,x] = E
O-xnfxn O-xnfxn
Definigao 7,

12
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O-xlfxl T T
Cov[x,x] =E [(lefxl) (O-xnfxn) ]
O-xnfxn
Propriedade 3,
O-xlfxl
cov[x,x] = E S N9 SR S

Oxy, fxn

Como a,, € um escalar (dim[oy,| = 1 x 1),

O—xlfxl
cov[x,x] = E [fxlo-xl fxno-xn]
O_xnfxn
Definicao 6,
O—xlfxlfzcwlo—xl o O—xlfxlf}cwnaxn
cov|x,x] = : :
Ox, fxn 597; 10x, 7 Oy, Exn f;fn Ox,

Leis de comutatividade e associatividade da multiplicacao,

0x1 (€x1€x1) O-x10-xn(€x1€};n)
covlx,x] = E
O-xno-xl (fxn§x1) an (fxnfxn)
Propriedade 5 e Propriedade 1,
0-7?1E[€x1€97;1] O-x10-an[€x1€97;n]
cov[x,x] = : :
O-xno-xlE[fxnf;a] O-%nE[fxnfzgn]
Corolario 5,
0-9?16017[{951’ €x1] leaxncov[fxl, fxn]
cov[x,x] = : :
Oxn0x, cov [Exn' Exl] O')?nCO'U[fxn, Exn]

Corolario 6 e Corolario 8,

09?1 e 0

cov[x, x] =
o - afn

13
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|
X1

Teorema 2: Teorema central do limite: Seja x = [ :
xn

vetor aleatorio de componentes vetoriais independentes e identicamente distribuidas,

Sn—E .. -
’;\/[ﬁx], n € N. A variavel aleatoria z, converge para uma
X

distribuicdo normal, z,~N(E|[z,] = 0, cov|z,, z,] = 1), quando n tende ao infinito.

, x~N(E[x], cov[x, x]), um

_\n _
Sn_ i=1Xi € Zp =

Demonstracao:
Parte I: E[Z,] = 0:

Como z,, = S’;_j[ﬁx],
Sy — E[x]l
Elz,| = FE|———
[ n] [ O'x\/%

Como S, = Yt x;

£ I(Z?=1 x;) — E[X]l
oAn

Propriedade 1,
QL1 E[x]) — Elx]

E[Zn] =

Elz,] =

on
Corolario 1,
_ E[x] - E[x]
Elz,] = T ovn

Lei do corte da adicao,
E[z,] =0

Parte ll: cov|z,, z,] = 1:
Corolario 7,

cov|zy, z,| = E[(z, — E[2,])?]
Como E[z,] = 0,

cov|zy, z,] = E[(z,)?]

S —_
Como z, = ~

14
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cov|z,, z,] = E

(sn - E[x])z
oAn
Propriedade 1,

L E(S, — E[x])?]

oin

cov|z,, z,] =

Como S, — E[x] = ¥ ,(x; — E[x;]),

(i(xi - E[xi])) ‘

Desenvolvimento do quadrado do somatério,

1
cov|z,, z,] = %E

Bl ~ E[nD? + 20, — Elxl)(x; — Elx]) +

+ 2(xn—l - E[xn—l])(xn - E[xn]) + (xn - E[xn])z]

cov|z,, z,] =

Propriedade 1,

1
cov[zn, zn] = —— (E[(xy = E[x:D*] + 2E[(xy = E[x: ) (o2 = E[x2 D] + -+
+ 2E[(xn-1 — E[xn-1]) Cen — E[xn D] + E[Cen — E[xD?])

Para uma variavel aleatéria, (x; — E[x;])T = (x; — E[x;]),

1
cov[zn, 2n] = —— (E[Cxy = E[xD*] + 2E[Cey =~ E[x1D (2 = E[x2)"] + -

X

+ 2E[(xn—1 — E[xy-1D (xn — E[xn D] + E[(xn, — E[x,])?])

Corolario 2 e Corolario 7,

cov|z,, z,] = (var[x,] + 2cov|xq, x5] + -+ + 2cov[x,_1, x,] + var[x,])

oin

Corolario 6 e Corolario 8,
— 1 2 2
cov|z,, z,] = —= (% + -+ an)
oin

Como gin = af, + -+ 05 ,

1

oin

cov|z,, z,] = oin

Lei do corte da multiplicacao,

15
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cov|z,, z,] =1
Parte lll: ¢, (t)~N(E[z,] = 0,cov|z,, z,] = 1):

Funcéo caracteristica de argumento t,

¢2,(t) = E[exp(jtz,)]

_ Sp—E[x]
Como z, = R
Sn _E[x]>l
, (t) =E it ————
¢, (t) lexp<1 o

Como S, — E[x] = Y™ ,(x; — E[x;]),

exp (szﬁZ(xi - E[xi]))]

O exponencial de um somatario € igual ao produtério dos exponenciais,

n jt
[ Jexe <Wz i - E[xJ))]

i=1

¢zn (t)=E

¢zn t)=E

As componentes vetoriais de x sdo independentes,

exp |2 (x; — Elx])
oAn

As componentes vetoriais de x sao identicamente distribuidas,

exp <a’35 (- E[x]))])

Série de Taylor da exponencial centrada em zero,

n

b0 =] |E

=1

n

¢zn(t) = (E

jit 1/ jt \° 2
ax\/ﬁ(x_E[x])-}_E(ax\/H) ((x—E[x])) + -

Truncamento nas trés primeiras parcelas,

(x — E[x])ZD

1+

>n

¢zn ) = (E

It e~ Bl - =
X — X —_
oAn 202n

Propriedade 1,

¢, (t) = <E [1 +

16
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jt ?

oAn

Lei do corte da adigdo, Corolario 7 e Corolario 8,

t2 "
_ 2
¢Zn(t) - <1 - 20’%71036)

Lei do corte da multiplicacéao,

t2\"
d)zn(t) = <1 - %)

Limite da fungéo caracteristica quando n tende ao infinito,

¢, (0) = <1 + (Elx] = Elx]) - El(x - E[x])2]>

202n

t2\"
am ¢z, (8) = Jim (1 - z)
Limite exponencial fundamental,

t2
lim ¢, (t) =e 2
n—-oo

t2
Como E[z,] =0, cov|z,z,]=1 e e 2 é a fungdo caracteristica de uma
distribuicdo normal padrao, demonstra-se que z,~N(E|[z,] = 0, cov|z,, z,] = 1).

2.2 Conceito e demonstragcao matematica

Esta subsecdo abrange a conceituagdo do filtro de Kalman, escrita
primeiramente através de uma abordagem didatica e posteriormente pelo formalismo
tedrico. Outrossim, apresenta e explica detalhadamente a demonstracdo matematica
do filtro de Kalman.

Figura 1: Fluxograma simplificado de sistema dindmico com filtro de café

| Gr3os de Café ——
Filtro de Café _>
| Agua Quente |———»

Graos
Fragmentados

Fonte: Autoria propria (2021)

Na teoria de controle de sistemas, ruido significa uma incerteza sistematica ou
aleatdria, e filtragem é um método utilizado para reduzir a intensidade dos ruidos de

17
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um sistema. Didaticamente, pretende-se, apresentar o funcionamento do filtro de
Kalman simplificadamente para facilitar a compreensao deste. Portanto, através de
fluxogramas, compara-se um filtro de café ao filtro de Kalman. No primeiro, Figura 1,
os graos de café e a agua quente séo as entradas do sistema, o filtro de café impede
a passagem de graos fragmentados, e o café é o produto desejado. No segundo,
Figura 2, as premissas e as medi¢des corrompidas sdo as entradas do sistema, o filtro
de Kalman impede a passagem de incertezas matematicas, e os estados verdadeiros
sdo as informacdes desejadas.

Figura 2: Fluxograma simplificado de sistema dindmico com filtro de Kalman

: i Estados
Filtro de Kalman —’

Incertezas
Matematicas

[ Premissas

[Medig(‘)es Corrompidas

Fonte: Autoria propria (2021)

Formalmente, o filtro de Kalman € um algoritmo matematico de otimizagao de
estimagdes que objetiva a partir de premissas e medi¢gdes corrompidas, minimizar
incertezas matematicas e predizer o valor verdadeiro dos estados de um sistema
dindmico (QIANG et al., 2015). Dentre as aplicacdes deste filtro, algumas ocorrem em
situagdes nas quais € necessario estimar um parametro indiretamente, exemplificadas
pela constatacdo da temperatura dos propulsores de um foguete, porque, se aferida
diretamente, o dispositivo de medi¢cdo seria danificado (JIHYOUNG et al., 2019).
Outras aplicagdes figuram em cenarios nos quais € necessario fundir uma colecao de
medicdes, pois, a informacdo requerida se trata de uma estimagdo combinada,
exemplificados pela determinacao da localizagao de um automével através do sistema
de posicionamento global (RAHEMI; MOSAVI, 2021).

O estudo de um sistema real cujo comportamento evidencia as caracteristicas
de um sistema dinamico linear discreto, inicia-se pela criagdo de um modelo por
intermédio das equacgdes de espaco de estados discretos. Logo,

X = AgXp—1 + Bruy (1)
Vi = CipXy + Dy (2)
Ou, matricialmente,

[xlk] A1,1k Al,nk [x1k_1
xnk a1 A X

nlg Anny nxn - He=1inxi Bpa v Bup, axp L Pk

B1,1k B1,pk Uz

pXx1

18



—
OQOWoo~N OO, WN -

JEE G G L G G G G §
O~NOO TP WN -

NNNNNNDN =
Ok, WON-~00

27

Artigo — Graduagdo em Engenharia Elétrica e Mecatronica — 2021/2

D1,1k D1,pk Uz

Y1y Ci1, - Cin, X1k

Y C - C X D -« D u
qk q'lk q'nk gxn Nk nx1 q'lk q'pk qaxp pk p)(l

gx1

Neste formato, as equacgdes 1 e 2 representam o estado e a resposta do sistema
modelado deterministico, respectivamente. Onde x € o vetor de estado (x € R"™), y é
o vetor de resposta (y € R?), u € o vetor de controle (u € RP), A € a matriz de estado
(dim[A] = n X n), B € a matriz de entrada (dim[B] = n X p), C € a matriz de saida
(dim[C] = g xn), D é a matriz de alimentagédo (dim[D] =q Xp) e k é a variavel
temporal discreta (k € N).

Entretanto, este modelo matematico ndo considera parametros estocasticos
inerentes ao sistema real. Pois, incertezas matematicas estao presentes em cada um
dos estados que se deseja conhecer e nas medigdes executadas para aferi-los. A
equacdo de estado expressa o comportamento dinamico do sistema modelado e
possui imprecisdes inatas que sao dirimidas unicamente através de reconstrucéo
material. Alternativamente, a equacdo de medicédo revela a resposta do sistema
modelado devido ao comportamento dinamico, afinal, trata-se da representacéo
matematica de um sensor ou equipamento similar que fornece uma medida numérica
a partir de uma observacao, e possui imprecisdes que corrompem as medicdes e,
consequentemente, impedem a coleta do valor verdadeiro dos estados do sistema
modelado. As incertezas da equagao de medicdo sdo minimizadas matematicamente
pelo filtro de Kalman.

Portanto, adicionam-se vetores aleatérios discretos independentes de esperanca
matematica nula e covariancia nao nula que representam as incertezas matematicas
do sistema real, o~N(E[w] = 0,Q = E[ow’]) e 9~N(E[9] = 0,R = E[99T]), ou seja,
ruidos aleatérios, as equacodes de estado e medicao do sistema modelado idealmente,
respectivamente (WELCH; BISHOP, 2006). Estes vetores, conforme o Teorema 2,
seguem uma distribuicdo gaussiana. Ademais, considera-se para este processo de
otimizagdo que inexista uma fonte de alimentagédo do sistema, isto significa que D é
uma matriz nula. Logo,

X = Akxk_l + Bkuk + Wy (3)
Vi = Cixpe + Vg (4)

Ou, matricialmente,

[x1k] A1,1k Al,nk [x1k_1 Bl,lk Bl,pk Uqy,
: — : : : + : - : :
X X u
Mhnx1 An'lk An’nk nxn = linxa Bn’lk Bn’pk nxp Pk px1
w1
k
+1 ]
wnk nx1l
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y?k Ci,, C1nk k

Yay Cq,lk an

Xn
qx1 kInx1 nk gx1

Ou ainda, consoante o Teorema 1,

[xlk] Al,lk Al,nk xlk_l Bl,lk Bl.pk ulk
E = . KR E . + . . E .
X u
ncdney  [Anay, Anny, nxn -1l | Bray B"’pk nxp b kRlpxa
lek s‘wlk
+ .
(Unk nx1

y:.lk Cl,lk cee Cl,nk xlk 191,( cee fﬁlk

: —_ . . + .

y Cp1, -~ C x . g2

qk q><1 q;lk q.nk gxn ng nx1 19nk nk le

Dessa forma, as equagdes 3 e 4 representam um sistema modelado estocastico,
e fornecem o comportamento dindamico dos estados do sistema e a resposta desde
comportamento, corrompida por incertezas matematicas, respectivamente. Deseja-
se, por conseguinte, analisar a influéncia destas imprecisdes de medi¢cao no sistema
e minimiza-las. Posto isto, por hipbtese, supde-se que a esperanga matematica do
sistema estocastico contenha os verdadeiros valores dos estados desejados. A
verificagao deste raciocinio ocorre por intermédio da aplicagao do operador esperanca
matematica ao sistema em questao. Logo,

E[x;] = E[Agxg—1 + Bruy + wi]
Elyx] = E[Cixy + U]
Propriedade 1,
E[x] = AcE[xx—1] + BrE[w] + E[wy]
Elyx] = CkE[x; ] + E[I]
O vetor de controle, u,, ndo é aleatério,
E[xx] = ARE[x-1] + Brwy + Elwy]
Elyi] = CkE[xi ] + E[94]
Como w~N(E[w] =0,Q = E[wwT]) e 9~N(E[9] = 0,R = E[99T)),

Elxy] = AgE[xy—1] + Byuy

20
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Elyx] = CLE[x]

Percebe-se na esperangca do sistema estocastico que a distribuicdo de
probabilidade condicional de um estado futuro depende unicamente do estado
imediatamente anterior a este, ou seja, preserva-se a propriedade de perda de
memoria ou propriedade de Markov. Assim, atribui-se a notagdo de dependéncia de
estado e reescrevem-se as esperangas, E[xy] = Zyj-1, E[xk-1] = Xp—1x-1 € E[yi] =
Vi, para explicitar que a esperancga de estado na etapa temporal k esta condicionada
a ocorréncia da esperanga de estado na etapa temporal k — 1. Logo,

Xijk—1 = ArXp_1jk-1 + Brg ()

i = Ckfk|k—1 (6)

Compara-se o sistema estocastico, equacdes 3 e 4, e a esperanca deste,
equacgdes 5 e 6. Observa-se que o0 segundo contém as informagdes do primeiro,
porém, excetuam-se os vetores aleatorios de incertezas. Dessa forma, demonstra-se
a conjectura. Esta conclusdo € necessaria, mas nao suficiente para a analise da
influéncia das incertezas matematicas no sistema. Posto isto, por hipbétese, supde-se
que exista uma variacdo na evolucao temporal dos estados do sistema estocastico
em relagdo aos estados da esperanca deste. Caso esta suposicado seja falsa, a
esperancga do sistema estocastico informara a esperanca do valor verdadeiro dos
estados em qualquer etapa temporal, pois ndo possui vetores de incertezas. A
verificagcao deste raciocinio ocorre por intermédio da criacdo de um sinal de erro e do
calculo da covariancia deste. Portanto, define-se o sinal de erro de estado, obtido
mediante a subtragédo entre a equagao de estado e a esperanca desta, %1, COMO:

Xilk—1 = X — Xijr—1
Segundo as equacgdes 3 e 5,
Xrk-1 = (Agxg—1 + Bruy + wy) — (Akfk—1|k—1 + Bjuy,)

Leis de distributividade da multiplicacdo em relagao a adicao, comutatividade da
adicao e corte da adigao,

Xie—1 = ArXe—1 — ArXp—qjk—1 + 0
Fatora-se Ay,
Xijk-1 = Ap(X—1 — fk—1|k—1) + Wy
Visto que Xp_1jk-1 = Xg-1 — Xk—1)k-1,
Xjk—1 = ArX—q)ie-1 + 0k (7)
Apos a definicdo e simplificacdo deste sinal de erro, deseja-se calcular o quao
distante o valor verdadeiro dos estados esta em relagao a esperanca destes durante

a evolugao temporal. Esta possivel disparidade trata-se de uma dispersao estatistica
relativa a interdependéncia destas variaveis, ou seja, a covariancia do sinal de erro.
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Portanto, define-se a covariancia do sinal de erro de estado, Pgy._,» COMO:

A I~ ~T
Py = E[xk|k—1xk|k—1]

Segundo a equagéao 7,

Prgps = E [(Akfk—llk—l + ‘Uk)(Akfk—uk—l + wk)T]

Propriedade 2,

Py, =E [(Akfk—uk—l + wy) ((Akfk—nk—l)T + wi)]
Propriedade 3,
Py = E[(ArFroaje—1 + i) (Bh_k-14% + )]
Lei de distributividade da multiplicagdo em relagao a adigao,
Pes = E[Ak%i—1jk-1%h—1k-14% + AFx_1ji—10f + 0rXf_q 1A% + W) ]

Propriedade 1,

Pe-s = AE [t -1 % —1jp-1 Ak + AKE [Er—15—10% | + E|wieXi—1)-1 | Ak
+ E[wywy]

Os vetores ¥;_q k-1 € w, S&0 independentes, destarte, pelo Corolario 1,

Py = AkE[fk—1|k—1f£|k]A£ + AkE[fk—1|k—1]E[w£] + E[wk]E[f£—1|k—1]A£

+ Elwrwi]

klk-1

Como w~N(E[w] =0,Q = E[ww™]),
Pfkuc—l = AkE[fk—1|k—1971€—1|k—1]A£ + Qk
Visto que Pfk_nk-l = E[£k—1|k—1£}€—1|k—1]’

Pfk|k—1 = AkPJ?k_1|k_1A£ + Qx (8)

A equacao 8 revela que a covariancia szqk_l depende da covariancia do sinal de
erro de estado ¥j_qjx_1, Py ioar © da conhecida matriz de estado, A,. Se estes

fossem os unicos termos de dependéncia, entdo a covariancia do sinal de erro de
estado da iteragédo atual convergiria a zero (zlim P; = 0) desde que a covariancia
—00

= 0).

Isto implicaria em inexisténcia de dispersao estatistica entre o sistema estocastico e
a esperancga deste.

klk—1

do sinal de erro de estado da iteragao anterior convergisse a zero (zlim P s
—00

Entretanto, a covariancia do vetor de incertezas da equacao de estado, Q, € um
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termo aditivo na equacéo 8. Este fato provoca o incremento de Py, @ cada iteracao

(Ilim Pa?k|k_1=°°) e, consequentemente, acarreta divergéncia entre o sistema
—00

estocastico e a esperancga deste. Dessa forma, demonstra-se a conjectura.

Apds a constatagdo destas duas conjecturas, o problema de minimizar as
incertezas matematicas do sistema ainda existe e teve a dificuldade agravada. Este
fato ocorre, pois, apesar de conhecer-se tanto o sistema estocastico quanto a
esperanca deste, a dispersao estatistica que os acomete impede que as informacdes
livres de incertezas matematicas advindas da esperanca do sistema estocastico
apresentem o valor verdadeiro dos estados do sistema. A solugéo para este contexto
€ denominada filtro de Kalman.

A solugao proposta por Kalman foi adicionar uma parcela corretiva, ¥, a atual
esperanga de estado, X_;, para obter a esperanga de estado corrigida, %
(KALMAN, 1960). Logo,

Xije = Xpepp—1 + Wi 9)

Esta adicéo faria a atual esperanga de estado convergir a esperanga corrigida
de estado (Ilim Xki-1 = Xkk), @ qual, consequentemente, convergiria ao valor
—00
verdadeiro dos estados do sistema estocastico (Ilim Xy = xx)- Posto isto, o problema
—00

resume-se a calcular a parcela de corregcéo ¥,.. Percebe-se que as unicas informagdes
disponiveis para que esta convergéncia se perfaga sdo fornecidas pela equagao de
medi¢cdo e pela esperanca desta, pois y, contém x;, apesar de corrompida por
incertezas matematicas, e J, contém X, ,_,. Dessa forma, ¥, sera proporcional a

subtragdo entre y, e y,, ou seja, ao sinal de erro de medicdo. O fator de
proporcionalidade ou, em homenagem, ganho de Kalman, K}, sera responsavel pela
atenuacdo das incertezas matematicas de medigdo e por assegurar que a
convergéncia desejada se concretize (KALMAN, 1960). Logo,

Y = K (v — 9i) (10)

Conclui-se, a partir das equacdes 9 e 10, que a esperancga corrigida de estado
sera:

Xk = Zipe—1 + K ke — Ji) (11)

Portanto, define-se o atualizado sinal de erro de estado, obtido mediante a
subtragéo entre a equacgao de estado e a esperancga corrigida desta, X, como:

Xije = X — Xkjk

Conforme a equagéao 11,

Xk = X — (fk|k—1 + K (v — 5;k))

Consoante as equagdes 4 e 6,
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Xk = X — (fk|k—1 + Ky (Croxye + 9 — Ckfk|k—1))
Lei de distributividade da multiplicagcédo em relagéao a adigao,
e = X — J?k|k—1 — Ky Crxy — Ky Oy + chkfk|k—1
Multiplica-se x; e Xy x-, pela matriz identidade de ordem n, I,
Xipe = I — 1 Xpge—1 — K Crexye — Ky + Ky Cie X1
Fatora-se (I — K, Cy),
X = U — K Ci) (x — fk|k—1) — Ky 9y
Visto que Xy k-1 = Xk — Xyjk-1,
Xk = (I — K Ci) Xpe—1 — KO (12)
Apos a definicdo e simplificacdo deste sinal de erro, deseja-se avaliar a
dispersao estatistica atualizada entre o valor verdadeiro dos estados e a esperanca

corrigida destes. Portanto, define-se a covariédncia do atualizado sinal de erro de
estado, P, , como:

Xk|k?
Peie = E R %]
Segundo a equagéo 12,

Pagse = E[(( = KeCBaems = Kuti) (0 = K Fus = Kie) |
Propriedade 2,

Py = E [((1 — K Ci) Xpeppe—1 — Kkﬂk) (((1 - Kka)fk|k—1)T — (Kkﬁk)T>]
Propriedade 3,

Peyy = E |(( = KiCOZugi-r = Kiehhe) (Rljpes (U = KiCOT) = (ie8))T )|
Propriedade 2,

Pese = E (U = K€ Tgior — Kidy) ((x,qk_l(ﬂ — (KeCOD) - (Kkﬁk)T>]

Propriedade 3 e como I = I7,

Pew = E [((1 — Ky Ci) Xpeie-1 — Kkﬁk) (Zhpe—1 I — CEK )]

Lei de distributividade da multiplicagdo em relagao a adigao,
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P:.. = E[U — K Ci) Xigpe—1 X1 (I — C Ky ) — (I = Ky Cio) Eyepe—1 9% Kit

— KO X -1 (I — CL KR ) + KO 9 Ki, |

K|k

Propriedade 1,

Py =(U— Kka)E[fk|k—1551€|k—1](1 -Gk — U - Kka)E[fmk—lﬁIZ]Klz

klk

Os vetores ¥ —1 € Uy s@o independentes, destarte, pelo Corolario 1,

Piie = (I = Kk COE [Zpe—1 X -1 | — CEKL) — (I = K CE [Zppe—1 | E[9R 1KY

— KFE[9,JE[0_1 ] — CTKT) + K E[9,9F 1KY

klk

Como 9~N(E[9] = 0,R = E[997)),

Pipi = (I — Kk COE [Zpe—1%h -1 — CLKi) + K E[995 1K,

klk

Visto que mek-l = E[fk|k—1f;€|k—1]’

Py = U — K G Pgpp_, (I — CeKi) + KeRiKjp

k|k
Lei de distributividade da multiplicagdo em relagao a adigao,

Py, =1P;  I—1P; CFKF — Ky CyPs, I+ KCiPs, . CrKT + Ky Ry KT

klk Kklk—1 klk-1 klk—1 Kklk—1

Como I é o elemento neutro da multiplicagdo matricial,

— Ty T T T T
Prae = Prur — Praes CFKE = KiCiePayy_, + KicCicPryyy, CEKE + KiRicK,

Como Pkam_l = Py, (vide Teorema 1),

— T Ty T Ty T T
Pirie = Pres = Phe o CRKT = KiCiPry_, + KiCiPry_ KT + KiRi K]

Fatora-se K, e K nas duas Gltimas parcelas,

Py, =P, —PI CIKT—K,C,Ps

klk klk—1 Xk|k—1 klk—1 klk—1

+ Ky (CiePryy, CF + Ri) KT

Propriedade 3,

T
— T T
Peue = Prgs = (KkCiPagi_) = KiCuPay_y + Kic (CiePrg, CF + Ric) KT

(13)

Percebe-se, em conformidade com o Teorema 1, que a matriz de covariancia do

atualizado sinal de erro, Py, ,,

equacgao 13, € uma matriz diagonal cujos elementos da

diagonal principal sdo os erros quadraticos medios entre os correspondentes
elementos dos vetores x; e Xy, ou seja, uma fungdo matricial quadratica cuja variavel

€ o0 ganho de Kalman, K;, o qual € o fator responsavel pela minimizagdo desejada. A
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ferramenta matematica que relaciona estes erros em uma unica equacao € o trago
matricial. Logo, pela Defini¢ao 12,

T
Tr [ xk|k] Tr [Pfk|k—1 - (chkpfk|k—1) - KkaPfk|k—1
+ Ky (CiePry_, CF + Ri) KT ]

O operador trago matricial € uma transformacao linear, dessarte, analogamente
a Propriedade 1,

Tr [P’?klk] =Tr [P’Zklk 1] —TIr [(chkp’zklk‘l)T] - [chkpfk'k_l]
+ Tr | Kic (CiPry, CF + Ric) KT |

Como T7 |(KiCiPsy, )| = T [(chkp

Xk|k—1

T
) ] (vide Definigo 12),

Tr | Pege] = T7 [Pess | = 277 [KiCePey, | + T [Kie (P CF + Re)KE| (14)

A minimizacdo desejada é obtida por intermédio do método de minimos
quadrados desenvolvido por Carl Friedrich Gauss, em 1795. Este método minimiza a
soma dos quadrados de uma fungao de erro, ou seja, a equacgao 14. Logo, aplica-se

o operador diferencial a Tr [P,z ] com respeito a K,

9 (7r[Pr])

9K,
K (Tr [P,?klk_l] — 2Tr [Kka -~ 1] +Tr [Kk (ckpxklk_lc,f + Rk) KT ])
9K,

klk

O operador diferencial é uma transformacao linear, dessarte, analogamente a
Propriedade 1,

J (Tr [P’?klk]) 0 (Tr [Pfklk—l])

(Tr [K"C" Xk|k-— 1])

oK, 0K, 2 0K,
. (Tr [Kk (Ck s CF +Rk) K,Z])
9K,

Propriedade 6 e Propriedade 7,

2 (17 [P]) xklk])

=0-2 (Ckak|k-1)T + Ki (Ckaka_lc,f + R")T

0K,
T
+ Kic (CiePryy, CF + Re)
Como (CkP,zklk_lc,f+Rk) € a covariancia do sinal de erro de medicao,
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T
(CiPryes CF + Ri) = (CiPryy_, CF + Ri) (vide Teorema 1),

0 (Tr|Peye]) v
|k
— k=2 ((CkP,gklk_l) — Ky (CiePrg, CF + Rk)> (15)
. . . . ~ aTr[Pflqk] _
Para minimizar a diferenciagcéo, deve-se igualar a equagao 15 a zero, —r -
k

0. Logo,

Kic (CcPrgy, CF + Ri)) = (ckp,zklk_l)T

Propriedade 3 e como Pees = PJ?ka_l (vide Teorema 1),
T — T
Kic (CiPryy, CF + Rie) = Pryy, Ch

-1
Multiplica-se, a direita, ambos os membros da equacéo por (CkP,?klk_lc,f + Rk) ,

T T -1 T T -
Kk (Ckpfklk—lck + Rk) (Ckpfldk—lck + Rk) = Pfk|k—1Ck (Ckpfklk—lck + Rk)

-1
Como (CkP,? cr +Rk) (CkP,zklk_lc,f +Rk) é igual ao elemento neutro da

k|k-1
multiplicagdo matricial, I,
T T -1
Kk = Pfklk—lck (Ckpfklk—lck + Rk) (16)

Dessa forma, a equagéo 16 fornece o ganho de Kalman, ou seja, a solugao que
minimiza as incertezas matematicas de medi¢ao e garante que a esperanga corrigida
de estado convirja ao valor verdadeiro dos estados do sistema. Ademais, a formulagéo
obtida para o ganho de Kalman simplifica algebricamente e interpretativamente a
equacgao de covariancia do atualizado sinal de erro de estado. Logo, pela equagéo 13,

T
— T T
Peue = Prgs = (KkCiPagi_) = KiCuPayey + Kic (CiePrg, CF + Ric) KT

AtribUi-Se Sk = Ckpf C}Z + Rk’

klk—1
T T
Pfkuc = Pfk|k—1 - (KkaPflqk—l) - KkaPf;qk_l + Ky Sy Ky

Propriedade 3,

— T T T
Pfkuc - Pfk|k—1 - Pfk|k—1Ck Ky — KkaPfk“(_l + K S K,
Como K Sy = Pgyye, Cc»
Pfkuc = Pfk|k—1 - KkSkKlz - KkaPflqk_l + KkSkKl?
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Lei de comutatividade e corte da adicao,

Pf = P~ - KkaPjg

k|k Xk|k-1 k|k-1
Multiplica-se a primeira parcela pela matriz identidade, I, e fatora-se Ps s
Py = U = K G Pyy (17)

A equacdo 17 comprova que a dispersdo estatistica da etapa temporal k

convergira a zero (Ilim P = 0) desde que a dispersao estatistica da etapa temporal

k — 1 convirja a zero (’lim Py = 0). Esta é a unica e suficiente condigdo para que a

klk—1
convergéncia da esperanga corrigida ao valor verdadeiro de estados (’lim Rl = Xk)
—00

seja indubitavel. Logo, torna-se conhecido o predicado do sistema real.

2.3 Resumo teorico

Esta subsecao engloba um completo fluxograma de funcionamento do algoritmo
de otimizacao, Figura 3, e dois quadros, Quadro 1 e Quadro 2, que resumem as cinco
equacodes do filtro de Kalman. Utilizou-se este resumo para a resolu¢do de um
problema de engenharia, apresentado na seguinte sec¢ao deste artigo.

Figura 3: Fluxograma de funcionamento do filtro de Kalman

PREMISSAS
Entrada: .
Estimacaéo Inicial da Esti EntrNadla.‘ ial
- Covariancia do Sinal de stimagao 'n'ola
Passo 1 Erro de Estado de Estado
MEDIGAO
Entrada: i H
Covariancia do Vetor de Entrada: : : —
Incertezas de Medicao Resposta Medida . xk|k—1
Pzyo Xojo
Ry Yk
P. 3
CORREGAO @ PREDICAO
Ki izags £ " %
Ganho Atualizagao da K|k Saida 1: B k+1]k
de Kalman Predicdo de Estado [ | Estimacdo de Estado ErecicBoceEstado
Iteracao
N - i k->k+1
d:tgi:/l::i%i(::gadzrgﬁ:glage P’Zk\k Saida 2: Predig&o da Covariancia Pfkn\k
Estimagéo da Covariancia |——| 4, Sinal de Erro de Estado " :
Erro de Estado do Sinal de Erro de Estado do Sinal de Erro de Estado
Pfk\k—:
Fonte: Adaptado de Kalman Filter Tutorial (2021)
Quadro 1: Equacgdes da etapa de predicao
v~ ~ ~
Predicao de Estado Xijk—1 = ArXp—1jk-1 + Brug
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Predicado da Covariancia do _ T
Sinal de Erro de Estado Pripr = AePrapes i + Qi

Fonte: Autoria propria (2021)
Quadro 2: Equacgdes da etapa de corregdo

-1
Ganho de Kalman Ky = Pryy  CF (Ckpf cl + Rk)

klk—1

Atualizacido da Predicao de

Estado Rk = Re-1 + Kie e = I)

Atualizacido da Predicao da
Covariancia do Sinal de Erro de Py = U — K Ci) Py,
Estado

Fonte: Autoria prépria (2021)

3 METODOLOGIA

Nesta se¢ao apresenta-se didaticamente uma aplicagao do filtro de Kalman para
estimacdo de parametros, simulada por intermédio do software computacional
MATLAB.

3.1 Apresentagao do problema

Realizada em 1969, a expedig¢ao espacial Apollo 11 foi responsavel pelo primeiro
pouso humano em solo lunar. A espaconave tripulada pelos astronautas Neil Alden
Armstrong, Edwin Eugene Aldrin Junior e Michael Collins foi langada pelo foguete
Saturno V. Durante o processo de decolagem, a sala de controle da NASA (National
Aeronautics and Space Administration), localizada no terceiro andar do Centro Espacial
Johnson, em Houston, nos Estados Unidos da América, que estava no comando desta
expedigao, tinha como um dos objetivos medir a altitude do foguete em relacéo ao
solo terrestre. De acordo com Macedo e Serra (2020), a compatibilidade entre a
trajetdria percorrida e a trajetoria prevista, € imprescindivel para a seguranga de voo
aeroespacial.

Posto isto, considerou-se que o processo de decolagem do foguete detinha as
caracteristicas de um movimento retilineo uniformemente variado, logo, modelou-se
matematicamente o problema como um sistema dinamico linear discreto. Dessa
forma, a altitude, x,, e a velocidade, x,,, do foguete sdo descritas recursivamente pelas
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leis de cinematica para esta categoria de movimento. Assim, obtém-se as equagdes
18 e 19. Onde t é o tempo de amostragem, k € a variavel temporal discreta, a é o
vetor de controle que representa a constante aceleracéo do foguete, w; = g, ¢, € 0

vetor de incertezas de posigéo, w, = g, &, € 0 vetor de incertezas de velocidade, y;

representa o sensor de posi¢cdo, acometido pelo vetor de incertezas de medi¢ao de
posicao J; = gy <y, € y,, representa o sensor de velocidade, acometido pelo vetor de

incertezas de medicao de velocidade 9, = gy $y,. As unidades estabelecidas para
altitude, velocidade, aceleracdo e tempo, respeitam o Sistema Internacional de
Unidades, ou seja, sdo, respectivamente, metros (m), metros por segundo (?), metros

por segundo ao quadrado ( >) € segundos (s

eil=0 ]+ 2+ /"”* o] e
bl =18 e+ [ | 19)

3.2 Aplicacgao do filtro de Kalman ao problema

S =

3.2.1 Premissas e incertezas matematicas

Os parametros fisicos utilizados nesta aplicacdo foram obtidos mediante o
histérico de dados de decolagem da Apollo 11, disponibilizado no website de NASA

History Division (2021). A aceleragao do foguete € de 14, 22 , 0 desvio padréo de
altitude e de velocidade sao iguaisa 12 m e 4= - respectlvamente, € o desvio padrao

de medigcdo de altitude e de medicdo de velocidade sdo iguais a 180 m e 60 ?

respectivamente. Escolheu-se um tempo de amostragem igual a 0,1 s. Substituiram-
se estes parametros nas equacdes 18 e 19 e obtiveram-se as equacgdes 20 e 21.

xsk 1 0,1 xsk—l O'_lz 122 O €w5k

[ka] B [0 1 ”ka-l] * 021 ] [14,22] + [ 0 42] lfkal (20)
s s f »

b =10 S|+ 2 g:vkl (21)

Apos a obtencao de todas as informagdes necessarias para a aplicagao do filtro
de Kalman, iniciou-se a criagdo do codigo fonte da simulagdo computacional do
sistema no MATLAB. Este cddigo estruturou-se em etapa de predigdo, na qual
calcularam-se a predicdo de estados e a covariancia do sinal de erro de estados, e
em etapa de corregao, na qual calculou-se o ganho de Kalman e atualizou-se a
predicdo de estados (MAIA, 2009).

Por tratar-se de uma decolagem, admitiu-se para a primeira iteragdo que os
vetores de estado, o vetor de controle e o vetor de incertezas de estado sao nulos, e
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que a covariancia do sinal de erro de estados € igual a matriz de covariadncia das
incertezas dos estados. Apoés isto, alterou-se a equacdo de medicao para aferir
apenas o estado desejado, ou seja, a altitude do foguete. Para o vetor aleatério
discreto gaussiano, é~N(E[&] = 0,cov[¢,&é] = 1), utilizou-se a fungdo randn do
MATLAB, a qual retorna uma matriz com elementos pseudoaleatorios.

As equacdes 22 e 23 representam a primeira iteragdo (k = 1) do sistema
estocastico.
0,1
2
0,1

=15 %0+ [z fon+ 12 S (22)

2
yey = [1 01[g] + V11807 0] L{: 1] (23)

As equacdes 24 e 25 retratam a esperanca deste sistema nesta iteracio.

%] 11 o1ypop, |28
o]~ 15 0L+ 2 | @
9o =11 01[g)] (25)

3.2.2 Etapa de predicao de estados

Descreve-se o sistema estocastico, conforme equacodes 3 e 4, pelas equacdes
26 e 27 nas demais iteracoes.

0,12
=0y I« e B R )
Vs, =[1 0] [,fzﬂ+ [180%2 0] l?’j (27)

Retrata-se a esperanca do sistema estocastico, consoante equacdes 5 e 6, pelas
equacodes 28 e 29 nas demais iteragdes.

A A~ 012

X _ XSt — 15— !

[jklk 1] =2 %Y [f" e 1]+ 2| [14,22] (28)

Yok k-1 0 1% 11k 0.1

PN fSkk—l

95, =1 O][A | ] (29)
Yok |k-1

A verificacado da existéncia de dispersao estatistica entre o sistema estocastico
e a esperanca deste ocorre mediante as equacdes 7 e 8. Expressam-se 0s sinais de
erro dos estados pela equacédo 30. Representa-se a covariancia do sinal de erro de
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posicao e do sinal de erro de velocidade pela equacgao 31.

-f5k|k—1 1 0, 1 Xy 1]k-1 122 wak

X [0 X f (30)
[ VE|k-1 Vi—1|k—1 Wy,

<l “1["“‘ o, e o e

ka|k 1 ka 1|k-1

Realiza-se a minimizagdo da divergéncia constatada pela aplicagdo do filtro de
Kalman.

3.2.3 Etapa de correcao de estimagoes

Nesta etapa calculou-se o ganho de Kalman de cada estado, equagao 32, com
base na equacgao 16.

-1

[ﬁﬂﬂpﬁgm p,z,,o ][3] ([1 0] [Po' . “(1)]"‘[1802 o]) (32)

k|k—1 Xvk|k—1

ApOs este calculo, obtiveram-se as esperangas corrigidas de estados, equagao
33, com base na equacao 11.

rfs""‘l=FS""H]+[II§’;]([1 0] [;Ci’;]+m [25"]—[1 0] [;EZD

Yok ik Yok |k-1

Enfim, atualizaram-se as covariancias dos sinais de erro de estados, equacéao
34, com base na equacao 17.

P’?Sk k 0 K P;sz ft 0
[Ol Py l <[c1> =Lt 01)[ 0 P, l (34)

Xvk|k Xvk|k-1

Por caracterizar-se como um processo recursivo de estimacio, as etapas de
predicdo e corre¢cdo mencionadas ocorrem iterativamente até que se atinja o tempo
maximo predeterminado para a simulagcido do sistema, o qual parametrizou-se em 30
segundos (DOS SANTOS, 2019). Isto ocasionou a atualizagdo dos valores da
esperanga dos estados e da covariancia do sinal de erro de cada estado. Por
derradeiro, coletaram-se os resultados de simulagdo computacional que serdo
expostos e discutidos na préxima secgéo deste artigo.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secao, realiza-se a ilustragao e analise dos resultados obtidos, através de
uma colegdo de figuras e quadros gerados em concordancia com a simulagao
computacional da problematica no MATLAB. Inicialmente, para um tempo de
simulacdo igual a 30 segundos, ilustra-se, na Figura 4, a simulagdo do sistema
anteriormente a aplicacdo do filtro de Kalman. Percebe-se que houve dispersao
estatistica entre a altitude real e a altitude estimada, e que esta divergéncia se agravou
no decorrer do tempo.
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Figura 4: Simulagdo sem a aplicagao do filtro de Kalman

6000 -

5000

4000 -

Altitude {m)
o
=
(=]
T

2000

1000 -

m— \edida
— Real

._l.hl _’A_ l'l .- A Estimada

Tempo (s)
Fonte: Autoria propria (2021)

Na Figura 5, observa-se que a implementacdo do filtro de Kalman no sistema
propiciou a corregao da altitude estimada e, consequentemente, a convergéncia desta
a altitude real do foguete, pois minimizou as incertezas matematicas de medigcéo. O
trecho ampliado evidencia a superioridade de acuracia da altitude estimada em
relagao a altitude medida.

Figura 5: Simulagdo com a aplicagao do filtro de Kalman

5000

4200
4000
4000 [ 3800
3600
3400
3200

3000

Altitude (m)

2000

1000 #‘V’W

lL Medida
‘ — Real
‘h‘ ’A l.ul 'q"\’"v‘ Esel?mada
0 -1r1n-r‘§"‘1”t3 4
0 5 10 15 20 25 30
Tempo (s)

Fonte: Autoria propria (2021)

Na Figura 6, nota-se uma altitude estimada de 5521 metros, uma altitude medida
de 5736 metros e uma altitude real de 5601 metros ao final do tempo de simulagao
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1 predeterminado. Constata-se a proximidade numérica entre as altitudes estimada e
2 real.

3 Figura 6: Altitudes obtidas na ultima etapa de simulagao
5750 - N
| |
X:30
5700 Y: 5736 i
5650 - X: 30 1
Y: 5601
5600 - L 4
X:30
£ 95801 Y: 5521 ]
° ]
S 5500 - .
=
5450 T
5400 - T
53801 —— Medida
— Real
5300 Estimada |
5250 ¢ h L L | L T—
29 295 30 30.5 31
4 Tempo (s)
5 Fonte: Autoria prépria (2021)
6 Na Figura 7, desejou-se verificar a possibilidade de convergéncia entre as
7 altitudes estimada e real na condi¢gao de uma premissa extrapolada. Para isto, sup0s-
8 se uma estimacgao inicial de altitude igual a 15000 metros. Depreende-se que mesmo
9 em casos onde a estimacéo inicial apresenta ampla divergéncia em relagdo ao valor
10 verdadeiro de estado inicial do sistema, a altitude estimada sempre covergira a altitude

11 real do foguete. Neste caso, o erro de estimagao tornou-se irrisério a partir de 15
12  segundos de simulagao.

13 Figura 7: Simulagdo com a aplicagéo do filtro de Kalman e extrapolacéo de premissa
15000 T T T T T
m— Medida
— el
Estimada
10000 7
E
5]
=)
=
2 y
5000 > A
i
Lt
rt
M .
0 P o i}
0 5 10 15 20 25 30
14 Tempo (s)
15 Fonte: Autoria propria (2021)
16 Posteriormente, aumentou-se o tempo da simulagdo para 60 segundos e
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coletaram-se a cada 5 segundos os valores referentes as altitudes real, medida e
estimada, conforme o Quadro 3. Pois, almejou-se ampliar a colegdo de informagdes
referentes ao sistema.

Quadro 3: Altitudes obtidas nas etapas de simulagao

Tempo Altitude (metros) Tempo Altitude (metros)
(segundos) | peal | Medida | Estimada | (589UNdOS) | Real | Medida | Estimada
5 93,29 | 4829 | 1255 35 8154 | 8192 | 8184
10 5313 | 7385 486 40 10880 | 11030 | 10960
15 1277 | 1561 1247 45 13780 | 13700 | 13790
20 2065 | 2234 2066 50 17090 | 16950 | 17050
25 3639 | 3647 3594 55 20700 | 20760 | 20700
30 5601 | 5736 5521 60 24560 | 24810 | 24670

Fonte: Autoria prépria (2021)

Finalmente, executou-se uma anadlise estatistica dos dados elencados no
Quadro 3. Dessa forma, verificou-se o erro quadratico médio (MSE, Mean Square
Error) ou variancia, definicao 8, e a raiz do erro quadratico médio (RMSE, Root Mean
Square Error) ou desvio padréo, definigdo 9, entre altitude medida e real, e entre
altitude estimada e real para tempos de simulagdo iguais a 30 e 60 segundos.
Percebe-se, no Quadro 4, que independentemente do tempo de simulacédo, o MSE da
comparagao entre altitude estimada e real é consideravelmente inferior ao MSE da
comparacgao entre altitude medida e real, e, consequentemente, 0 mesmo ocorre para
os valores do RMSE das comparacoes.

Quadro 4: Comparacao estatistica entre altitudes

Tempo MSE e RMSE entre altitudes
(segundos) Medida e real Estimada e real
MSE |24143,81| MSE |2069,26
% RMSE | 155,38 | RMSE | 45,49
MSE |21742,24| MSE |2792,96
% RMSE | 147,45 | RMSE | 52,85

Fonte: Autoria prépria (2021)

35




—
QOWoO~NOOOTPRWN -~

[ G L G G |
OO WN -~

17
18
19
20

21
22

23
24

25
26

27
28
29

30
31

32
33

34
35

36
37

38
39

40
41

42

Artigo — Graduagdo em Engenharia Elétrica e Mecatronica — 2021/2

5 CONCLUSAO

O presente artigo dissemina o conhecimento através da demonstragéo
matematica e aplicacao do filtro de Kalman. Isto fomenta a replicacdo de utilizacao
desta ferramenta em diversos contextos da ciéncia. Os resultados obtidos na etapa
de simulagao confirmam a eficacia do filtro de Kalman em situagbes nas quais deseja-
se estimar o comportamento de um sistema dindmico cuja resposta medida é
acometida por incertezas matematicas. A minimizacao das imprecisdes de medi¢ao
proporcionou a covergéncia do estado estimado ao estado real do sistema. Por esta
razao, comprova-se que o filtro de Kalman é um eficiente algoritmo de otimizagéo de
estimacgao de estados.

Sugere-se para trabalhos futuros a realizagao da demonstracado matematica do
filtro de Kalman para sistemas dinamicos lineares continuos e para sistemas
dindmicos nao lineares. Além disto, aconselha-se a aplicacéo do filtro de Kalman em
problematicas relacionadas a fusdo de sensores e reconciliagdo de dados. Ambas as
recomendacgdes devem respeitar a perspectiva fundamental de escrita que equilibra a
didatica e o rigor matematico.
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